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1. EINLEITUNG

Gegeben seien n + 1 reelle Zahlen
x0<x1<x2<"'<xn. (1)

Unter einem natiirlichen Polynom-Spline vom Grad 2k + 1 versteht man
eine iiber dem Intervall (— oo, + o) definierte Funktion s(x), die folgenden
Bedingungen geniigt:

(i) In jedem Intervall (x;, x;), i=0(Ln — 1, stimmt s(x) mit
einem Polynom p,(x) héchstens (2k + 1)-ten Grades iiberein;

(i) fiir x < xy bzw. x > x,, stimmt s(x) jeweils mit einem Polynom
hoéchstens k-ten Grades iiberein;

(iii) s(x) besitzt {iber (— oo, + o0) stetige Ableitungen bis zur Ordnung
2k.

Die Klasse der natiirlichen Polynom-Splines vom Grad 2k 4+ 1 mit den
Knoten (1) bezeichnen wir mit Sg; (X » Xy 5---, X,,). Die Aufgabe, zu vorgege-
benen Wertepaaren (x;, y;), { = 0(1)n, eine Funktion s(x) € Sg11(xXg » X1 5eees Xn)
zu konstruieren, die die Interpolationsbedingungen

s(x) = y;, i = 0(1)n, 2

erfiillt, ist fiir 1 < k < » eindeutig losbar [1, S. 165]. Zur Konstruktion der
Interpolationssplines sind i.a. &k lineare Gleichungssysteme der Ordnung
n— 1 zu I6sen [1, S. 109 ff.]. Wir zeigen, daB in dem auch fiir die Anwen-
dungen wichtigen Fall dquidistanter Knoten der Rechenaufwand erheblich
verringert werden kann: Unter Verwendung erzeugender Funktionen ist bei
beliebiger Knotenzahl nur ein lineares Gleichungssystem der Ordnung k&
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aufzulosen, wihrend sich die tibrigen GroBen aus einer linearen Rekursion
ergeben. Ein entsprechendes Verfahren flir den Fall & = 1 hat Greville [3]
angegeben.

2. ERZEUGENDE FUNKTIONEN

Wir gehen aus von den fiir m = 0, 1, 2,... mit einer Variablen 7, | 1| < 1,
definierten Funktionen

0,(0)= 3 1+ ) ()
Sie sind alle rational, denn zunichst ist
() = 1/ — 1)
und ferner gilt fiir m = 0, 1, 2,...
Oysa(t) = (@Idi)(t0,,(1)). “
Nun setzen wir
0,(1) = qu()/(1 — )"+

und zeigen, daB ¢, (¢) ein Polynom in ¢ ist. Aus (4) folgt nidmlich fiir
m=0,1, 2,... die Rekursionsformel

Grura) = (1 — 1) g' (1) + (1 + mi) g (0). &)

Zum Beweis der Behauptung ist jetzt nur noch gy(f) = 1 zu beachten.
Aus (5) ergibt sich fiir m = 1, 2,... noch

Grad g,(t) = m — 1.

Fiir die ersten Polynome g,,(¢) erhilt man

go(t) = 1
() =1
go(t) =1+t

gs(t) = 1 + 4t + ¢2
gi(t) = 1+ 11t + 11243
gs(t) = 1 + 26t 4+ 6612 + 2613 -+ 14
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Alle Polynome ¢,,(¢) besitzen fiir m > 1 die Symmetrieeigenschaft

1" g(1/8) = guD).

Dies kann etwa aus (5) abgeleitet werden.
Mit den Funktionen 8,,(¢) bilden wir jetzt die beiden Matrizen

A = (0.0 0.(0)/051a(1)),  pv = 1D,

sowie fiirn > k

_ 1 d™1 6,(1)6,) _
B = (GO @7 ) ) P = 1OR
Aistfiir k > 2 singulir. Aus der Existenz und Eindeutigkeit der Lésung des In-
terpolationsproblems (2) werden wir spiter schlieBen, daB3 B, ,, fiir n 2= k nicht
singuldr ist. Im Fall &k = 1 kann dies auch direkt gezeigt werden. Hier gilt

1 avt o 620) 1 dm 1

B = =T @7 00, DU arT TR A,

Mit w = 342 — 2 wird

1 1 ( w _ w1l )
T4+4r4+22 7 2012\ 1 — wt 1 — ot
L Y (@ — w1,

= 203

=0

woraus fir n > 1

By, = (120307 (" — ™) #0

folgt.

Die Elemente der Matrix B, , lassen sich auf einfache Weise rekursiv
berechnen. Wir verwenden hierzu die in einer Umgebung des Nullpunkts
konvergente Potenzreihe

7] 0, hd
iﬁ?=éﬂ” ©

Mit den Polynomen g,,(r) folgt aus (6)

(1 = %7 4,(t) 4.(1) = Garaa(t) ;0 Yol O
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Mit
2k
Gorra(t) = Y, Bot*
p=0
wird

© min(a,2k)

q2k+1(t) i )’pt" = Z t z /gp'y/\—p

o=0 A=0 p=0

und damit folgt fiir A > 2k unter Beachtung von B, = By, = 1

Ya + Brvacr + Bevae + 0+ yacar = 0, (®)
wihrend sich fiir A <2k die Werte von yq, vy ,..., yas_1 direkt durch
Koeffizientenvergleich in (7) ergeben.

Der Anfang einer Tabelle der Produkte ¢,(¢) ¢,(¢) siecht folgendermaBen
aus:

a2 3 4
BN
1

111+4¢ 1441412 [4+11¢4-11¢2+413
2 | 142t 4+t31 5451243 1412742212+ 1223414
3 14-8¢+18¢2- 813+-141-+15¢+ 5612+ 5613-1-15¢4+-15
4 14-22¢4-143£24-244¢34-143¢44-22¢5+¢8

Wir benstigen spiter auch die Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung
der Funktionen

eu.(t)/92k+1(t)1 n = 1(1)k,

um ¢ =0, die ebenfalls einer Rekursionsformel der Form (8) geniigen;
allerdings muB hier A > 2k + 1 vorausgesetzt werden.

3. BERECHNUNG DER INTERPOLIERENDEN SPLINE-FUNKTION

Wir setzen ohne Einschriankung der Aligemeinheit voraus, daB die Knoten
in (1) durch x; =i, i = 0(1)n, gegeben sind. Dann besitzt die eindeutig
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bestimmte interpolierende natiirliche Spline-Funktion die Darstellung
[2, S. 58]

k n
S =yo+ Y ax" + 3 s,(x — p)iH! ©
=1 p=0
mit
sk _ 10 fir x <0
+ $x2’°+1 fir x>=0.

Da s(x) fiir x > n ein Polynom hochstens k-ten Grades ist, folgt das Bestehen
der £ +- 1 Gleichungen

i s, = i ps, = == = Y pks, =0, (10)

Die Zahlen s, lassen sich rekursiv aus den o, berechnen. Wegen der Inter-
polationsbedingung (2) folgt nimlich aus (9) zunéchst fiir x =1

So = Yy — Vo — Zoc,, (11)

und weiter fiic x =m -+ 1, m = 1()n — 1,

k m-—1
Sm = Ymsr — Yo — 2, w(m + 1) — 3 s(m + 1 — p)*. (1)
v=1 p=0

s, ermittelt man schlieBlich aus einer der Gleichungen (10). Zur Berechnung
der «,, v = 1(1)k, verwenden wir die unter 2. eingefiihrten erzeugenden
Funktionen. Mit der Variablen ¢, | t | < 1, sei

o(t) = ) s,t°
o=0
und

() = i [sQA + 1) — s(0)] £2.

Mit (9) folgt dann wegen

n -]

T Y sArl—pa= Y 5 % A+ 1—ppe

A=0 p=0 o=0 A=l

=Y 5P Y (kA 1 = a(f) Oypn(r)

o=0 k=0
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die fiir | + | < 1 giiltige Identitit

ke

7(t) = Z 0, 0,() + (1) Ogrialt),

v=1

d.h. wir erhalten fir p = 1(1)k

ol Lo e CUC

Nun ist

o) 0= Y s, Y A+ 1y
p=0 A=0

= z tKZSD(K_}_l_P)i
k=0 =0

und der Koeffizient von ¢*~! in dieser Potenzreihenentwicklung verschwindet
wegen (10) fiir u = 1(1)k. Damit konnen wir fiir x = 1(1)k in (13) einen
Koeffizientenvergleich bei "1 durchfithren und erhalten fiir die Zahlen «, ,
v = 1(1)k, ein lineares Gleichungssystem mit der Matrix B, ,, und bekannter
rechter Seite. Wegen der eindeutigen Losbarkeit der Interpolationsaufgabe
kann B, , nicht singuldr sein.

4, SPEZIALFALL k = 2 (QUINTIC SPLINES)

Zur Illustration soll der Fall & = 2 ausfihrlich diskutiert werden. Wir
bendtigen hier die Potenzreihenentwicklungen der Funktionen

0.(1) B(1) 8:2(1) 6:(1) O(1) 6.%(1)
05(1)° 05(1)* O5(1) ° O5(r)  O5(1)

Es ist

— ) had
318 _ (I_(t;l — Y g0 = 1 — 30t 4 720¢% —16770¢%
s as o0 - 3892807...,

— )3 el
6) _ Q00 =0 _ § 41— 28r 4 6622 — 1538885

0;(8) q5() =0 1 357122¢4...

2 — )R s
gl(%)z "(I (t)t) = z c,t* =1 — 28f + 66312 — 1541643
s qs =0 -+ 357785¢4...,
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— 12 had
01((3)(%0) _ 1 (t; = ¥ dte = 1 — 26t + 60912 — 1414472
5 g5 ) 4+ 328225¢4...,

2 2 it
02) A+ Y eto = 1 — 24¢ - 5592 — 129761

bs(r) — g5(D) pour -+ 301105¢... .

Die Koeffizienten a, geniigen fiir p > 5 der Rekursionsformel (vgl. (8))
a, + 26a,_; + 66a,_, + 26a, s +a, 4, =0

mit den Anfangswerten

a = —30, ay=720, a,—= —16770, a, — 389280.
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Dieselbe Rekursionsformel erfiillen die &, fiir p > 5. Die Anfangswerte

lauten jetzt
by = —28, by, = 662, by = —15388, by = 357122.
Fir die ¢,, d, und e, ist die gleiche Rekursionsformel schon fiir p
erfiillt. Die Anfangswerte sind
=1, ¢, = —28, ¢y = 663, c3 = —15416
dy =1, dy = —26, d, = 609, dy = —14144
e =1, e, = —24, e, = 559, ey = —12976.

Das lineare Gleichungssystem fiir «; und o, lautet

n—1

Cne10y 1 dpqty = Z a(Yn—o — ¥o)

=0

n—1

dp_104 4 €10 = Z b(Yn—p — Yo)-
p=0

5. BEISPIEL

Seik=2,n=3und y, = 3, y, = —1, y, = 7, y3 = 4. Dann wird

2

Z ap(yn—p - yo) = —2999

p=0

2
Y bi(Pnp — po) = —2759

o=0

>4

(14)
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und wir erhalten aus (14) die Gleichungen
6630, -+ 609a, = —2999
6090, + 559a, = —2759.
Hieraus ergibt sich
o = —1895/132, oy == 471/44
und mit (10), (11), (12) folgt aus (9)

31895 4T . 23 5 23 .
SX) =3y Xt gy ¥ g ¥ T

2B B
_22('x 2)++%(x 3)+'

6. BEMERKUNGEN

(iy DaB By, nicht singuldr ist, kann in jedem Spezialfall direkt bestatigt
werden. Man erhilt damit jeweils gleichzeitig einen konstruktiven Existenz-
und Eindeutigkeitsbeweis fiir das gestellte Problem. Fiir den Fall & = 2 sei
hier auf [4] verwiesen.

(i) Fir k£ = 1 kann die angegebene Methode zur Berechnung der Norm
des Interpolationsoperators verwendet werden. Bei besserer Beherrschung
der Matrix B, , wire dies auch im Fall k£ > 2 méglich. Offenbar spielen die
Nulistellen des Polynoms g,(¢) hier eine entscheidende Rolle.

(iii) FEine &dhnliche Methode kann fiir periodische Splines entwickelt
werden. An die Stelle von (10) treten dann Summen iiber n-te Einheits-
wurzeln.
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